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摘要 ：针对浅水区波浪的非线性特性，提出了在海底边坡稳定性分析 中应用椭 圆余 弦波理论来研究 

波浪力的问题 ，利用非线性弥散关系建立 了新的适用于整个水深范 围的椭 圆余弦波 的近似求解方 

法．结合工程实例 ，确立了海底边坡波浪力的计算步骤 ，并编制 了计算程序． 
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1 引言 2 椭圆余弦波理论及其近似求解 

波浪是除海底地震 以外影响海底边坡稳定性的 

最主要的因素之一．波浪对海底土体的作用力可以 

概括为波压力(包括静水压力和动水压力)以及 由此 

产生的孔隙水压两类，其 中波浪的动水压力是求解 

海底边坡波浪力作用的关键．波浪产生的动水压力， 

通常简称为波浪力．关于海底波浪力 的求解方法和 

理论 已有很多 ，如线性波理论 、斯托克斯波浪理论 、 

椭圆余弦波理论L1 等．由于线性波理论表达简单 ，且 

易 于计 算 ，因此 目前 常利 用 它 来 求 解 海 底 的波 

浪力 ． 

波浪由深水传播至浅水后 ，受到水深 、海底地形 

等 因素的影响，波浪逐渐表现出非线性特性．因此 ， 

对于近岸浅水区而言，用线性波理论求解波浪力实 

际上是不合适的．目前对浅水区所用的非线性波浪 

理论主要有椭圆余弦波理论、双曲波理论和孤立波 

理论等 ，而后两者实际上是前者的近似L3]．本文提 出 

在海底边坡稳定性分析中应用椭圆余弦波理论研究 

波浪力问题 ，并提 出了新 的适用于整个水深范围的 

椭圆余弦波的近似求解方法． 

2．1 椭圆余弦波理论 

椭圆余弦波理论是最重要的浅水非线性波浪理 

论之一，该 理论 首 先 由 Korteweg和 De Vries于 

1895年 提 出，其 后 由 Keulegan和 Patterson，Kel— 

ler，Littman等进一步研究并使之用于工程实践．在 

这一理论中波浪的各种特性均以雅可比椭圆函数形 

式给出，因此被命名为椭圆余弦波理论． 

Keulegan和 Patterson，Laitone等曾给 出了椭 

圆余弦波的一 阶解 ，Laitone和 Chappelear分 别得 

到了二阶和三阶解，后来 Laitone将所得二阶解形 

式进行了转化，用于实际，并比较了椭圆余弦波理论 

和斯托克斯高 阶波理论．Le Mehaute通过考虑波速 

的不同定义以及它们对波形和总传播速度的影响， 

重新检验了椭圆余弦波的解．Fenton给出了五阶 

解，然而在得到任何解析解之前均需假设波速．近年 

来 Tsuchiya和Yasuda使用一种还原摄动法，在不 

假设波速的情况下导出了椭圆余弦波的三阶解． 

本文采用一阶椭圆余弦波公式计算了海底的波 

浪力 P。，其主要表达式如下L1j： 

Po一 ， (1) 
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一 Y 一 h， (2) 

Y。一Y +H c72 [2K( )(x／L—t／T)， ]，(3) 

Y 一h—H+16h。K( )[K( )一 

E( )]／3L ， (4) 

L 丽 一 K( )， (5) 

T Vg／h一 ~／16 ／3H K( )／ 

~／1+L一1+[2—3E( )／K( )]／ ]H／h，(6) 

式中，Y。为海 底至波高 的距离 ；Y 为海底至波谷 的 

距离 ；ID为海水密度；g为重力加速度 ；h为水 深；H 

为波高；L为波长 ；T为周期 ；c 为雅可比椭 圆余弦 

函数 ；K( )为第一类完全椭圆积分 ； 为椭 圆积分 的 

模 ，其值为 0～1；E( )为第二类完全椭 圆积分．各种 

波浪要素见图 1． 

图 1 椭圆余弦波的要素定义 

2．2 现有椭圆余弦波的求解方法 

由于椭圆余弦波理论中包含了复杂的雅可比椭 

圆函数以及椭圆积分 ，需要求解 的有关各种量又交 

叉出现在不同的公式 中，必须经过不断地迭代才能 

得到结果，因此求解椭圆余弦波十分复杂．现有的椭 

圆余弦波求解方法主要有查图表分析法 和数值计 

算法 两大类． 

利用 Wiegel_4]绘制的一系列的计算 曲线 ，无需 

复杂的计算就能得 到不 同波高 、水深和周期所对应 

的椭圆余弦波的各项参数，因此夏震寰[8 推荐使用 

查图表分析法．对于实际工程中遇到的海底边坡 ，其 

水深、波高是沿坡面不断变化的，如果使用此方法， 

就必须对不同水深、波高点都进行查表分析，这样需 

要花费大量的时间和精力，而且此方 法的精度也不 

是很高 ，所以必须通过数值计算 来求解海底边坡受 

到的椭圆余弦波的作用．现有的数值计算方法主要 

有直接迭代法 ]、Ursell参数表示 法L6]和多项式展 

开法[7]，而这些数值方法中又普遍存在以下问题： 

(1)未考虑椭圆积分的模对计算结果的影响； 

(2)未考虑波高和波长的变化； 

(3)直接对方程(6)进行迭代 ，不但计算量太大， 

而且容易出现不收敛的情况． 

本文提出的方法考虑了椭圆积分 的模 以及波高 

和波长变化的影响，并通过程序设计对迭代过程进 

行了改进，大大降低了在海底边坡稳定性分析时计 

算椭圆余弦波所需的时间． 

2．3 考虑椭圆积分的模的影响 

如前所述 ，椭圆积分 的模的取值为(0，1)．由于 

第一 、第二类完全椭圆积分 以及雅可 比椭圆余弦函 

数都取决于椭圆积分 的模 ，因此它对求解结果 的影 

响很大，必须保证它的精度．图 2为第一、第二类完 

全椭圆积分关于椭 圆积分 的模的 曲线，可以看出当 

椭圆积分的模趋近 于 1时，第一类完全椭圆积分的 

值迅速增大 ，而椭圆积分 的模趋近于 0，第一 、第 二 

类完全椭 圆积分的值基本保持不变． 

0 0 0 1 0 2 0 3 04 0 5 06 0 7 0 8 09 l 0 

K 

图 2 第一 、第二类完全椭 圆积 分与 

椭圆积分的模的关系曲线 

为了能更进一步 了解椭 圆积分的模对第一、第 

二类完全椭 圆积分的影响 ，分别在椭圆积分 的模 的 

不同取值范围内求解它们．发现当椭圆积分 的模趋 

向于 1时 ，要保证 1 的精度 ，它的取值精度必须为 

10 ～10 。；当它趋向于 0时，它 的变化对第一 、第 

二类完全椭 圆积分 的影 响非常 小，一般取 10_。～ 

10 即能保证精度．由此可见，直接对式 (5)进行迭 

代 ，如果统 一将椭 圆积 分 的模 的精 度取到 10～～ 

10 。进行迭代，虽然能保证精度，但却要浪费很多 

时间，一般来说它所 需的迭代次数 比分区间后要多 

出 10万倍 以上；如果统一取 2～3位有效数字 ，则计 

算精度大大降低．因此，对它进行分区间考虑是很有 

必要 的． 

本文采用变步 长勒 让德一高斯求积法 来 计算 

不同椭圆积分的模所 对应 的第一 、第二类完全椭圆 

积分 ，在确保它们取得一定精度后 划分它 的精度 区 

O  9  8  7  6  5  4  3  2 ● O  
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间．假定第一 、第二类 完全椭 圆积分 的精度 要求为 

1 ，则可以将它划分为以下步长区间 ： 

△ 一 

0．000 000 01，0．999 995< ≤ 1， 

0．000 000 1，0．999 995< ≤ 0．999 995， 

0．000 001，0．999 5< ≤ 0．999 95， 

0．000 01，0．995< ≤ 0．999 5， 

0．000 1，0．95< ≤ 0．995， 

0．001，0< ≤ 0．95． 

在各个步长区间内按步长逐一进行积分求解第一 、 

第二类完全椭 圆积分，并建立它们与椭 圆积分的模 

之间的数值对应关系． 

2．4 考虑波高和波长的变化 

在波浪由深水向浅水传播中，由于非线性影响， 

波长会逐渐变短 ，波高逐渐变大，因此在计算海底波 

浪力时必须首先考虑波 高、波长的变化．邱大洪L1。j 

利用波能流守恒来求解不同水深的波高和波长，但 

是由于波能流的求解非常复杂，在工程实际应用 中 

尚有困难． 

考虑到波浪在浅水 中的非线性特性 ，本文采用 

非线性弥散关系来计算浅水区的波高和波长．前人 

已经给出了多种非线性弥散关系 ，其 中李瑞杰等L1lj 

对以往提出的非线性弥散关系进行了修正，使其适 

用于整个水深范围，因此本文直接 由此关系式来推 

导整个海底边坡上的波长和波高．李瑞杰等L1lj的非 

线性弥散关系式如下 ： 

一gk[1+tanh (kh) -]tanh(kh+ )， (7) 

式 中， 为角频率 ；k为波数 ； 一H／L，为波陡．由此 

可以导出如下公式 ： 
～ T 2 

L一 [1+tanh (kh) -]tanh(kh+ )，(8) 

～ T  

c一 [1+tanh (kh) -]tanh(kh+ )． (9) 

当水深足够大时[1+tanh (kh) ]tanh(kh+ 

)趋向于 1，得到深水波长 L。和波速 c。分别为 

Lo— gT ／2兀，co— gT／2 7t． (10) 

根据文献[1]中的波高在浅水域的变化公式 

H—H。 ，且能量传递率 满足下列关 

系式 ： 

1 
一  

sinh2kh 
—

s

—i——n——h— 2——k——h————+—————2——k—h——‘ (11) 

由此可以得到波高 H与波长L的关系式 

H — H。 ． 

把式(12)代人式(8)，通过迭代就可 以得到不同水深 

所对应 的波 长，再代 回到式 (12)即 可得 到该 点 的 

波高值． 

当水深进一步减小 ，波浪发生破碎后 ，式 (12)已 

经不再满足波高的变化规律，此时可以利用文献E13 

中提到的破碎后 的波高公式进行求解．在破 碎带 内 

波浪破碎后发生能量损失，辐射应力沿程减小 ，引起 

增水现象．破碎后的波高可以近似表示为 

H 一 7(h+ )， (13) 

式中，参数 y通常取 0．8； 由下式求解 ： 

一  + K (̂ b— h)， (14) 

其中 K一1／(1+8／37'2)； 一一Hb／2o；hb和 Hb分 

别表示破碎点的水深 和波高．破碎准则采用最具有 

代表性的合田公式L1 ： 

( ) 一 
LoA{1一exp[一1．5 7thb／Lo(1+15tan“ )]} 

hb ’ 

(15) 

式 中，0为岸坡坡角 ；A取 0．17．这样 ，由式(15)确定 

波浪破碎点的位置后就可 以用式(13)对破碎点以内 

的波高和波长进行修正，得到整个海底边坡上完整 

的波高和波长． 

2．5 海底波压力的求解 

在已知水深 、波高和波长的情况下 ，利用式 (5) 

可以确定对应的第一类和第二类 完全椭 圆积分．通 

常的数值计算方法是结合两类完全椭圆积分直接对 

该方程进行迭代 ，但 是在分析波浪作用下海底 边坡 

的稳定性时 ，为了尽量模拟边坡上的波浪力，必须在 

边坡上取大量 的水深点 ，如果直接迭代，将重复很多 

同样的过程 ，浪费计算时间，这时就可以利用本文前 

面 已经建立的椭圆积分的模与第一类和第二类完全 

椭圆积分的关系 ，直接对不同水深点进行匹配得到 

相应的计算参数．在整个计算过程中只需进行一次 

精度区间内的椭圆积分． 

至此，计算海底波压力的所有参数已经确定．根 

据方程组(1)～ (4)，假定时 间 t—t。，z为水深点 的 

横坐标，依次代人各方程便可得到该时刻海底受到 

的一阶椭圆余弦波的波浪力． 

由于椭 圆余弦波是对浅水环境推导的 ，因此为 

使其应用于整个海底边坡上波浪力的计算 ，还必须 

对式(2)进行修正．在线性波理论中波压力的计算公 

式为 
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P 一 pgH 
COS(如 一 or)， (16) 

对上述公式进行变形可以得到 

P一 pg丽r／0， (17) 

式中， 为线性波的波面函数．图 3为假定时间为 0 

时不同水深范围内椭圆余弦波与线性波的波面曲线 

比较图，可以发现 ，当水深较大时两者基本一致 ，因 

而对深水条件，式(17)中的r／0亦可以由椭圆余弦波 

波面函数 代替；当水深较小时，coskh≈1，因此本 

文认为对整个水深范围内的海底波浪力可以由下式 

计算 ： 

一  L 一— 一 × 
coshkh coshkh 、 

f 16h。K( ) I-K(x)--E(x)]／3L。一 

H+H c 。I-2K(x)( ／L一 ／T)， ])． (18) 

2 

l 

主 0 
一 l 

一 2 

2 

l 

主 0 
一 l 

一 2 

2 

l 

主0 
一 l 

一 2 

． 

一  ／ |／ t √  
、 ， 、 ， 。＼ ／ ＼ 

O 

一

． 八． ．八 
5 ’ ¨ 5 O 

O 

图3 椭圆余弦波理论与线性波理论计算所得波形曲线比较 

2．6 结果分析 

为了验证本文建立的椭圆余弦波近似求解方法 

的精度，分别用查表法、直接迭代法以及本文提出的 

方法来求解椭圆余弦波方程．用查表法和直接迭代 

法计算所需参数主要包括水深、波高以及周期 ，因此 

假定海底边坡某点处的水深为 3 1TI，周期为 15 S，波 

高为 1 1TI，求解过程省略，得到的结果见表 1．此外， 

表 1中还列出了用线性波理论计算得到的波长 、波 

面高度及海底波浪力． 

表 1 计算 结果对照表 

从表 1可以看 出，由于线性波理论未考虑波浪 

在浅水传播时的非线性特性，因此得到的结果与椭 

圆余弦波的结果相差较大，而用三种椭圆余弦波求 

解方法得到的结果基本一致． 

3 工程应用 

某石油公 司拟新建一大型的原油码头，由于该 

地区曾发生海底滑坡现象 ，故对拟建码头海 区进行 

了细致的海底边坡稳定性调查分析，得到该地区的 

设计波高(H )为 3．4 m，周期为 4．9 S． 

本文中选取码头 区海底 L10剖面进行 波浪作 

用下的稳定性分析．计算过程归纳如下 ： 

(1)以平均海平面与边坡 的交点为原点，建立边 

坡稳定性计算模型(图 4)； 

x／m 

图 4 海底边坡的计算模型 

(2)在海底面上以一定 的间距取点 ，得到一系列 

水深点，用于计算波浪力； 

(3)根据已知的深水区波高和波周期，利用式 

(8)及(12)计算以上各点对应的波高和波长，并用式 

(15)判断波浪破碎情况；对于破碎带 内的水深点 ，用 

式(13)重新计算波高，并代入式(8)对破碎后的波长 

进行修正 ； 

。

△～ 已 
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(4)利用式(5)计算各点的椭 圆积分的模和第一 

类完全椭圆积分 ，采用前面提到的匹配法来实现 ； 

(5)假定时间 t—t。，将得到 的参数代人式 (18) 

得到各点的波浪力； 

(6)进行波浪作用下边坡稳定性分析计算． 

本文把上述步骤编制了计算程序 ，这样对于其 

它海底边坡 只需进行 (1)、(2)两步 就可 以得到海底 

的波浪力 ，对于工程 中需要计算大量剖面 的情况具 

有很大的实际意义． 

在计算波浪作用下海底边坡的安全系数时，通常 

的作法是直接假定时间等于 0，但本文认为这样的假 

定可能导致稳定性分析未在最大峰值波浪力下进行 ， 

从而得到安全系数 比实际的稍大．为此本文在一个周 

期内分别取 5个计算时间点进行了波浪作用下的海 

底边坡稳定性分析 ，计算结果见图 5．从该 图可以看 

出，波浪力的作用使海底边坡 的稳定性总体降低；在 

不同时刻 ，由于波浪的周期变化 ，边坡 的安全系数亦 

呈现周期性的交替变化．本例中波浪作用下得到的海 
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l 2 3 4 5 
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图 5 一个波 周期 内海底稳 定性 的变化 

一 ·一 不考虑波浪力，——考虑波浪力的作用 

底边坡 的最小安全 系数 为 1．119，相对 于不考虑波 

浪力时的安全系数 1．217小 了 8．76 ，更值得关注 

的是它与时间为 0时得到的安全系数 1．163相 比也 

小了 3．93 ．如果波浪较大 ，那 么这些差值就可能 

更大 ，对计算结果的影响也更大 ，因此本文建议充分 

考虑不同时刻波浪力 的作用 ，以便在最大峰值 波浪 

力作用下分析计算海底边坡的稳定性． 

4 ／J、结 

(1)本文提出用非线性的椭圆余弦波理论来求解 

海底波浪力 ，建立了适用于整个水深范围的新的一 阶 

椭圆余弦波近似的计算方法，并编制了程序．将该方 

法应用于工程实例，总结了工程中分析波浪作用下海 

底边坡稳定性的一般步骤 ，得到了较好的结果． 

(2)在推导椭圆余弦波计算方法时考虑了椭圆 

余弦波理论 中椭 圆积分 的模 对整个求解过程 的影 

响，将其进行精度区间划分 ，在保证一定精度的前提 

下大大缩短了计算所需的时间． 

(3)在求解海底波 浪力 时考虑 了波浪在近岸传 

播过程中的能量损失 ，利用非线性弥散关系推导 了 

海底水深对波高和波长的影响． 

(4)在实例应用时分析了波浪传播对边坡稳定 

性的影响，提 出在海底边坡稳定性分析时必须考虑 

不同时刻的波浪力． 

(5)本文还总结 了工程 中分析波 浪作用下海底 

边坡稳定性的一般步骤 ，具有一定的现实意义． 
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Calculation of the wave force for analysis of submarine slope stability 

HU Tao—j un 。YE Yin—can 

(1．Second Institute of Oceanography，State Oceanic Administration。Hangzhou 310012，China) 

Abstract：Considering the nonlinear feature of wave in shallow waters，the cnoidal wave theory is used to 

calculate the wave force for submarine slope stability．A new approximate method is proposed for solving 

cnoidal wave problem which can be used in the whole water depth．Combined with an example，the calcu— 

lation steps of wave force are determined on the submarine slope，and procedures are compiled． 

Key words：slope stability；wave force；cnoidal wave；nonlinear dispersion equation 
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