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提 要 

本文研究一个带强追，耗散的非线性准地转海流方程三系数低谱模式的多态解问题，着 

重讨论了类似热带气旋下的诲流状况，给出了多态解与Rossby数(R)和底摩擦参数 (s)的 依 

赖关系图。看到在R<O．5和s<0．22的范围内有1个近似三角形的区域存在3个平衡解，其中 
有2个解是稳定的，另1个是不稳定的。稳定平衡解的特征是其展开系数A限大或 B较大|而 

不稳定解是A和B均较小。它们分另 反映了风应力反馈给海洋的能量较多或较小，并且A大时 

解的稳定性比B大时的稳定性要稳靠得多。 

关t蔼。海漪方程，低谱模式，多态解，平衡解 

自1979年J．G．Charney和J．G．Devore的论文 发表以来，在国内外关于大气方 

程多态解问题的讨论如雨后春笋，这给天气、气候系统的发展提供了新的理论解释，引 

起_人们很大的兴趣。然而对海洋方程多态解同题的分析却相对较少，并非这类问题对海 

洋科学事业不重要，主要是由于获取海洋观测资料困难，大大限制了人们对问题认识的 

深入。近若干年来，随着海流数值模拟工作的发展，开展海流方程多态解问题讨论的迫 

切性和重要性愈来愈显现出来丁。其实，早在1963年G．Veronis“ 就已分折讨 论 过有 

关风海流方程的多态解问题。不久前，我们采用了稍不同于文献[4]中的做法，重新分 

析讨论了四系数低谱海流模型的多态解问题，看到在多态解与若干物理参量的依赖关系 

及稳定解的分布区上均与文献[4]中的结果有一定差异 。为了进一步搞清楚这 类 低 ● 

谱模式的多态解及其稳定性问题，本文选取三系数低谱近似作更仔细的分折，得到一些 

有意义的结果。 ： 
● 

一

、 模 式 

类似文献[2， 4]，对无困次非线性准地转海流方程 

+ 卅 詈=一 G (1、 

本文于1991年 1月18日收刘． 
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取如下高截谱展开 

妒=口lsin Silly+0 2sin 2x siny+0}sinxsin2y， 

G =G l sinxsk~y+G 2sin~x siny+G 3sin~csin2y 

可得关于谱展开系数的方程组如下 

毗 。 + 毒宴 胁 ● 一∑C ． 0 =一n d 一G。 (2) i 1 (H=1，2，3) 

其中：D ．。= 妒。，c 。 。 d ，c = 。誓d d ， 一 

n Gd 一手 ，一=等； 
c1 2=一c2 E=2z／3，DI 2。=一D1 3 2=一D2I 3 D2 s1=DsI 2=一D}±1； 

^1= 2， 2̂=^s= 5 ． 

于是，模式方程可具体化筒为 

{ +÷ 一争 
一 一警 GIG$--吾 ％一争 ㈩ ；1 一 百。- 。z一亍 (3’ 

1 +警  ： ⋯。一孚 
其中包含参数尺的项是非线性项，等式左边一项是口项，等式右边含参数8的项为底摩擦 

项，包含G 的项是风应力强迫项 

可以看到，方程组(3)是关于0 ，0：，0。的非齐次常微分方程 组 ( G-，G ，G 不全 

为 0)，故0 =口：=0。=0不可能是其平衡解。不难知道方程组(3)中至少有一个 非 零 

解，不妨令其为0{(f)= ‘+口 (f)，(f=1，2，3) 于是可得美于扰动量口j(t)的齐次 

方 程组 

d(z
：  一 ÷ ：--C(Z[ 

1 + 。+ )+吾 ％ (4) 

，I 一  ( ：+ 口z+鲫  ) 。 

二、平 衡 解 

定常平衡解是方程组(3)的全体解集台中的一个关键性子集，它们可 以作为模式参 

数e， 。̂和G 的代数函数解析地或数值地确定。 
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用 遍乘(3)式两边，不妨取 (f)=0(f：l，2，3)并记A-~y．,4l，B~1P．,4：，C= 

。， = G{(f=l，2，3)，于是可得关于平衡解 ，B，C的代数方 程组 

直接求解 (5)可得 

r_B+8 ：一 L 
3 2 

一 AC一鲁 +阳一孚 (5) 

AB+￡C： 一 L 

B：一—3_ e + 
X 争j， 

c=一吾一÷s + 一÷ e }，和 

ce +号c +[( {e 2一号 。】e 

《等一e每》=o． c e 
依赖于参数8， 和 i( = 1，2，3)的选取，方程(6)可能有 1个实解也可能有 3个实 

解，这就是说方程组(5)可能有 3个平衡解也可能只有 1个平衡解。倒如，如果取 ．： 

=1， ±=rl=0和8《 l，卣(5)式可以看到一个近似解为 

= t o，B="CA= 一音 l，c="CA。 0 (7) 
这就是著名的sVerdrup解，其本质反映p项与风应力旋度之间的平衡，对于很小的s， 

I 1}G I= 1 G G = 0． c2)G 2=1 G1 G3= 0 I： )Gt=G：=0．G3竺I
．  

／一。 、 ⑨ ⑨ 、、一／ 
(4 G I G2= 1

、 G =0 f 5】GI 0 G =G = 1 (6)GI= Gl=G 3： 1 
『 

0．5 

⑨ 
图1 风应力强迫菌数 

Fig．1 W ind sⅡess forcing function 

● 
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囊 1 若千典型参獭位下方程组(5)的平衡解 

Tab．1 Some values of stationa ry so Ju 

tion of system(5)with some typ 

cal pa ramete rs 

R A B C 

～ o．o 885 — 0．41212 

o．ol —0．16988 一0．0O07T —0．41ST8 

～ 0．0012目 一0．05299 —6．00682 o
． 1 

0．1 —0．01257 —0．OS1SO — S．00s$0 

1．0 —0．0 3859 — 0．00062 

一 0．0ls36 一0．17654 

O．sJ 一 I8．蚰 I3 — 0．0002 

— 0．005l — 0．1700 

一 0．2256 一 0．155l 一 0．350| 

0．I — 1．072T 一 0．11T2 

一 0．052l — 0．0896 

1．0 — 0．1203 — 0．05 3 — 0．0069 

0．0】 — 55．507】 — 0．0001 — 0．4】89 

1．0 0．1 一0．耵 13 —6．O076 —0．4189 

1．0 — 0．4630 —6．1l52 — 0．0585 

图 2 rl=1， =r3=0对方程 (6)的实根分布 

圈中舯数字表示实根十数 

Fig．2 Distributfon o士 real roots of equa— 

t0∞ (6)when l= 1 and ：： = O 

(7)式总是(5)式的一个解。 

图 1(1)给 出的是当G =1和 G = 

G a=0时的风应力强迫函数G。这时是～ 

个娄似于气旋式的分布，似可视为 1个对 

称热带气旋分布。讨论这种风应力强迫下 

的海流状况可 以近似反映实际台风下的海 

袭 2 若干典型参獭位下方程组(S)中各项的数值一置衰 
Tab．2 Some val,,e s of aI1 te rms of sy stem (5) with some typical paramete rs 

第一方程 第二方程 第三方程 
R 备 

一 {r一 B ￡A —AC 一—堡A ￡B AB ￡C 注 l5 
一 o．o54T —6．0008 —0．0325 0．0 330 —0．0005 6．0041 一0．0641 小B 小 

o．o1 o．0555 一0．0O0S —0-05lT —6．2607 0．0006 0．00 2 —0．0042 大 A 

一 0．0505 一0．6000 0．O006 6．O005 —0．0000 0．O00l —0．6061 S*B丈 o
． 1 

o．】 o．0555 —0．0542 —0．00Ij —0．0O0I 0．0053 ～0．0D52 0．0007 —0．0007 S鲁B束 

1．o 0．0555 —0．0100 一0．0386 一0．0O00 0．0102 —0．016l 6．0000 一O．0006 e大 

— 0．i849 —0．0002 0．0059 0．0677 —0．0018 0．00 30 —0．O032 A小B小 

0．Ol 0。】SSO5 —0．0002 ～D．，“ $ —7．741$ 7． ●l4 0．0006 0．O037 — 0．00l0 尤A 

— 0．1849 ～0．060l 6．0605 0．0623 —0．06118 0．0010 —0．6010 S解B大 

～ 0．1624 ～0．O2=6 —0．0760 0．DO45 —O．0150 0．0350 —6．6350 A小B小 

0．1 0．1B605 —6．0278 ～0．16 3 —0．S061 0．6083 —6．OOM 0．0417 —0．0l1T 大 A 

1—6．IT6S —0．O052 —0．0647 0．02li 一6．6IT2 0．0089 一0．0000 S解B太 

I．o 0．1850引 一0．0508 —6．1293 —6．0000 6．0042 —0．O5a3 6．0060 —0．000S e大 

r 

0．0l 0．55510 一0．O00I —0．5051 —20．2510 船 ．2508 0．0006 0．0058 — 0．0041 大 A 

I．0 0．1 O．56516 一0．0070 —0．0盯 l 2．2016 0．0008 0．0416 大 A 

1．0 ● —0．1021 一0．4030 —0．02SB 0．I688 —0．I452 0．05S5 e太 
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流状况，因此这是较有实际意义的。本文 以下的全部讨论，如无特别声 明，均 指 G = 

1和G 2=G。=O的情形。图 2给出当yl=y=1和y：：y 8=0时方程(6)的实根分 布。图 

中数字 1和 3分别表示方程(6)有 1个实根和 3个实根存在。不难看到，图中的阴影 区 

是 3个实根的存在区，也正是海流方程多态解 的存在区。 

表 1给出了一些有代表性的参数 和 ￡值旖形下 程组(5)的平衡解的数值 。从 表 

可见，在( =0．1，￡=0．01)·( ：!／3，￡=0．01)和(R=!／3，￡：0．1)这三种情况下 

均有 3组平衡解存在，而其余情形只有 1组平衡解。通过进一步计算方程组(5)中各项 

的具体数值，不难看到所有出现 3组平衡解的情形均有如下特征：(1)在第一组解中， 

由方程组(5)的第二个方程反映出非线性项和底摩擦项共同起作用，与 8项 相 平 衡， ． 

(2)在第二组解中，l I的数值特别大，大大超过lBl，ICj的数值，方程组 <5)的第 

二个方程中反映出非线项 C的量级较大，并与 项<即￡日项)相平衡}(3)在第三 组 解 

1 

’ 

中，I BI的数值较大，口项 (即— B)与风应力项 (即一 y )相平衡，它表明这时 出现 

R= 0．1 c 0．01 芒 1。，3 c： 0．01 =1／3 ￡；0J 

=1．0 ￡；0．01 
互0．1 e= 0．1 

l 2 I 7 地 

： ◎  -1 1
．0 c=0．1 

一  

R =b、1 E=1．O = 1／ E=1 0 =1．0 e=1．0 

I12 l15 

。。。 

图3 参数R和e的各种取值情况下的流函数图 
Fig．3 The figures of stlrr．~m function~ COrresponding to various R and￡ 

的是Sverdrup解(详见表 2)。 

图 3给出 =y=l和 ：=y。：0时不屙8和尉驭值情况下的流函数图。对只=O．1， 

】／3和I的三种情形，当8=1时(即底摩擦强时)仅有1个位于区域中间的并具有西部强化 

的涡旋存在。而当￡减小(即￡=O．1和￡=O．01)时，在 R=I时毋维持 1个涡旋中心，然 

● 

● 
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而，对于 =l／3和 =0的情形，有时表现为维持 1个涡旋中心，有时却分裂为2个涡 

旋中心。由本文下一节的稳定性分析可知，维持 1个涡旋中心的 形，解总是稳定的， 

而分裂为 2个涡旋中心的情形，依赖于方程组(5)的平衡解的量级大小不同，解可能是 

稳定的，也可能是不稳定的。 

三、平衡解的稳定性 

从上述计算结果知，方程组(5)是可能有3个平衡解的，然而只有其解是稳定的才 

有实际意义。为此，有必要进一步分析平衡解关于无穷小扰动的稳定性问题 。 

用 ，B，C代表方程组(5)的一组平衡解，与方 程组 (4)对应的有如下线性化的 

方 程组i 

：  一

÷ 
= AC，+CA，+鲁 (8) 

dC'
=一(AB +日 ) 一ec 

其中： A = 口I，B =yeẗ C =yet3； = l，B= 。，C= s| =9 Rt80。 

由于(8)式是关于 ，B ，C 的齐次常微分方程组，故其解可设为 

=口 0， B =P̈ 6，C =P̈ D (9 

把(9)代入(8)可得 

(e+ )̂。+ -- ~-- b = 0 

一 Ic+割 川 )6- 。 n 
Ba 4-．db+( 4-e)c= 0 

方程组(1O)是关于 6，c的齐次代数方程组，有非零解的条件是其系数行列 式 为 

零，展开可得 

(8+̂) T 日+州 )+÷ + ( )=o Ⅲ) 

令d=e+ ， = +÷ +{ ， =手 于是(11)式可改写为 
。̂4-3 ̂ 4-(38。4- ) 4-e。4- s一 ： 0 (12) 

根据常微分方程定性理论，方程(5)的平衡解是否渐近稳定，可由方程(12)的根是 

否都有负实部来决定。利用Hurwitz定理 “ ，我们具体计算了在不同8和 取值情况下 

方程(12)的根，所得结果同样有图2的形状，图上阴影区表示有两个稳定的平衡解存在， 

而其余的区域只有一个稳定的平衡解。 
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裹 5 善干典基●最蕾下方翟(1 2)报的爿剐式豆方翟蛆(5)平夤解的曩定性 

Tab．5 The nume rical va[ues of d rscriminant s of root s of equation (1 2) with 

some typical pa ramete rs and stability of stationary solution of system (5) 

R e l △1 1 d± l △， f 稳定性 

0．03 0．0045i —0．00002 不 稳定 

0．01 0．003 0．B528l O．i5980 稳定 

0．03 0．00828 O．00003 稳定 0
． 1 

0．i 0．3 0．09l7l5 0．0003E 稳定 

i．0 3 8．87963 l2． 763t 稳定 

0．0 S 0．00440 —0．0000i 不尊定 

0．01 0．03 ．63505 2自．10260 稳定 

0．03 0．O0000 稳定 

0．3 不 挚定 

0．i 0．3 0．5档67 0．1i200 稳定 

0．3 0．0ii37 0．00030 稳定 

1．0 8．q0560 l2．82q28 稳 定 

0．01 0．05 61．B2B5E 1 898．S8054 稳 定 

1．0 0．1 0．3 6．03856 17．8l。60 稳 定 

1．0 3 9．14087 13．51曲 6 稳定 

今用d ，d：，d 表示判别方程(12)的根是否具有负实部的判别式，于是按Hur． 

、 tz定理有 d【=3e 

△ =l} + 。一 1 。：+ Ij， 
△3=(s。+ e一 )d 2． 

由表 3可见，在出现多态解的三种情形中，第一组解均是不稳定的，第二组解和第 

三组解(Sverdrup解)均是稳定的。 

联系图 3帮表 1，我们有如下几点认识； 

I．对应图3中多态解流函数图②，⑦，@情况，方程(5)的平衡解分量 的数值 

大大超过B，C 的数值，它反映风应力场把较多能量反馈给海洋，因此对应的解总是稳 

定的。 

2．’对应图 3中多态解流函数图@，⑧，@情形，其流函数图的形状较近似于风应 

力强迫函数图 I中(2)的样子，它反映方程组(5)中解分量 的量级相对较大，加之该 

情形有柯氏力项与风应力项相平衡，因此是有助于流场维持左低、右高的形势，故这时 

平衡解也能是稳定 的。 

3．对于图 3中多态解流函数图①，⑥，@情形，其流函数图的形状较近似于风应 

力强迫函数图2中(3)的样子，即主要是北高、南低的形势，它反映在方程组(5)中解分 

量C的数值相对较大，而解分量 和 的数值较小，它表明不仅风应力场反馈给海洋的 

能量较小，而且其北高 南低的流场形势也不易维持，因此，这时的平衡解是不稳定的。 

分析表 3，我们可以进一步看到，虽然在解分量B相对大于 ，C时，其平衡解是 

■ 
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稳定的(如图 3中的⑤，⑧，@情形)，但其稳定性的可靠性比较差。从稳定性的判别式 

可见，此时， =和 。的数值均较小，近乎临界状态，远不如在解分量 数值大时(如图 

中的②，⑦，@，@，@)的稳定性可靠。这是因为解分量 对应着流函数截谱展式(3) 

的首项系数， 大反腆着系统低波数段集中了较多能量之缘故。 
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ON THE MULTIPLE SOLUTIONS T0 A THREE—C0EFFICIENT 

SPECTRAL MODEL OF W IN DRIVING OCEAN 

CURRENT EQUAT ION 

JI Zhongzhen 

(LASG，Institute o，Atnmspheric Physics，Academia Sinica，Beijing 100080) 

ZHENG Chaozhou 

(Institute el System s Science，Academia Sinica，Beijing 10G080) 

JI Suzhen 
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Abs,trac t 

In this paper， a research on the problem of multiple solutions of the 

three-coefficient low·-spe ctrum model for the nonlinear quasi-·geostzx)ph]c 

ocean current equation with forcing and dissipation terms is carried out． 

The state of ocean current under win d similar to the tropical storm， is 

discussed carefully．The figure of the relations between the multiple 

solutions  and the Rossby Number (R) an d the frictional coefficicnts( )js 

given．It扫 seen that in all approximate trian gular region with the R less 

than 0．5，and the 8 less than 0．22， there exist thr ee equilibrium solu— 

tions。 of them two are steLble and the other is unstable．The formers are 

characterized by the large expansion coefficient A or日 while the latter is 

characterized by the small A or corresponding to the ocean energy 

feeded back from the wind stress respectively，an d the solution with large 

is m uch stable than  that with larger 日． 
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