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擅 叠t从流体力学基本方程出发。假定水流的祸量和垂向流速分量为小量．推导出考虑非均匀水流的推广的缓蛙方程-该方 

程中包含了 ih项和( )̂。项 在方程中引入底哮擦嘎、风能转入项和非线性项．其中风能转入项的推导考虑了风浪与涌浪 

的区别．风浪情况依据青岛海洋大学的风浪成长经验关系。涌浪情况依据Snyder等人的观测结果。经过上述推广后．得到综合 

考虑折射．绕射、反射、非均匀水流、底哮擦损耗 ．风能输入及波浪非线性的推广的缓坡方程 

美■调：波浪；缓坡方程I底摩擦；风能转入}波浪非线性 

中田分类号：P731．2 文献标识码 ：A 

An extended mild—slope equation 

PAN Jun—ning 。HONG Guang—wen。，ZUO Qi—hua 

(1．Nanjing Hydraulic Research Institute．Nanjing 210024．China‘2．Hohai UniversityI Nanjing 210098．China) 

Ahstract：By assumingthatthe vortex of currentis small andthatthe current velocityis constant along vertical direction·a 

mild—slope equation for wave propagation on non-uniform flow is deduced from basic hydrodynamics equations and the terms 

of V and (口 ^̂) are included in the equation．The terms describing the effects of bottom friction。wind input and m ve 

nonlinearity are also introduced into the eq uation． The wind input functions for wind waves and swells ale separately 

considered by adopting Qindao Ocean University s empirical formula for wind waves and Snyder s observation results for 

swells．Thus．an extendedmild—slope equationis obtained·inwhichthe effects of refraction，diffraction·reflection·currentI 

bettom friction。wiod  input and wave nonlinearity are considered comprehensively． 

Ke了word5；wave；mild·slope equatlont bottom friction ；wind input 1 wave nonlinearity 

外海波浪传八近岸浅水地区时，受地形和结构物的影响，将会出现变浅、折射 绕射、反射等现象。此外， 

长距离传播的波浪还会因底摩擦等因素而导致波能衰减}在风场的作用下，风能的输入可能导致波高较小区 

域(如绕射区)内波浪进一步成长；当水深较浅时，波浪的非线性效应会变得相当显著，以致明显地影响到波 

浪的传播变形。研究综合考虑上述多种因素的波浪数学模型对海岸和港口工程具有重要意义 

基于小振幅波和缓坡的假定，对三维势流方程沿水深积分，可导出联合折射、绕射的平面二维波浪方程 
一 缓坡方程0’ ，其定常形式如下： 

· (CC~V g／)+kzCC~ =0 (1) 

其非定常形式可写为0 
^  

—

G

=

r M I
—  · (CC~V )+ ( 一 奄 0C ) = 0 (2) 

ll 

以上两式中C、C 分别为波速和波群速； ( ，Y，￡)、 ( ， )为波势； 为波敷，m为波浪角频率； 为水平梯 
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度算子。缓坡方程能够模拟任意水深下小振幅波浪的变浅、折射、绕射及反射等现象，但没有考虑底瘁擦、水 

流、波浪非线性、风能输入等因素的影响。为了在方程中考虑更多因素的影响，一些作者从不同角度对缓坡方 

程作了推广和改进 ]。 

Booij E 首先在缓坡方程中引入底摩擦因子，Dalrymple[|]、左其华等[ 和洪广文“ 分别推导出不同形式 

的底摩擦因子计算公式，这些工作使缓坡方程可应用于摩阻地形上的波浪计算。 

针对波浪在水流中的传播变形，Booij 、Liu 、Kirby EH]分别提出考虑缓变水流的非定常缓坡方程。三位 

作者得到的方程形式互有差别，其中Kirby的缓坡方程表达形式较为正确，但没有区别折射与联合折射、绕 

射波数的不同，Booij和 I iu的模式区别了折射与联合折射、绕射的不同，但缓坡方程的形式及频率公式表达 

得不够准确。洪广文 按照经典线性波浪理论和变分原理推导出非均匀水流缓坡方程，修正了频率表达式， 

并正确区分了折射波数矢和联合折射、绕射波数矢。洪广文 、左其华等“ 还在非均匀水流缓坡方程中分别 

引入了形式不同的渡、流共存时底摩擦因子计算公式。 

为考虑近岸地区的渡浪非线性效应，Hedges|I 提出了一个改进的弥散关系式。Kirby＆Dalrymple E 推 

导出包含非线性项的抛物型方程，这一非线性项的作用实际上相当于在抛物型方程中采用非线性 Stokes波 

的弥散关系。由于Stokes渡理论对浅水区不适用，Kirby＆Darrymple[t3 3综合Hedges的结果提出一个适用 

于任意水深的弥散关系式，其在深水中渐近于 Stokes渡理论的弥散关系，在浅水中渐近于孤立波的弥散关 

系。利用这一弥散关系，Kirby＆Dalrymple对缓坡方程进行非线性修正，得到了与实验资料相当符合的计算 

结果。 

在缓坡方程的推导过程中，根据缓坡假定略去了(V h) 项和V¨̂项 (̂为水深) 。但在某些情况下，如 

水底存在沙渡和沙丘时，忽略这些项将导致明显的计算误差。Kirby 考虑了水下沙渡的影响，推导出适用 

于沙波地形的波浪折射一绕射方程，该方程比式(2)多出包含沙波高度的一项。Massel E j、ChamberlMn＆ 

Porter 、Zhang＆Edge 和 Chandraskera＆Cheung口 等人采用不同方法分别推导出含有vî 项和 

(V,h) 项的更完整的折射一绕射方程，在推导过程中不作缓坡假定，但需要假定波浪势函数沿垂向分布和 

平底时相同。这一假定仅在底坡较缓时近似成立，因此这种折射一绕射方程仍然受底坡限制，可看作缓坡方 

程的一种推广形式。 

如上所述，推广和改进缓坡方程的研究工作在许多方面已有进展，但目前尚未提出一个综合考虑多种因 

素的缓坡方程。而且，在缓坡方程的研究中很少考虑风对波浪的影响，实际上大风大浪往往相伴而来，在波浪 

传播过程中风起着重要作用。本文将在前人工作基础上，推导出一个包括底摩擦、风能输入、波浪非线性及非 

均匀水流等多种因素影响的推广的缓坡方程。 

1 非均匀流场中波动问题的控制方程 

无水流时重力场中的水渡运动可近似作为理想不可压缩流体的势流运动来处理，一些作者 在推导非 

均匀流场中的缓坡方程时也从势流理论出发。本文将水流和波浪分开考虑，不预先假定水流有势，直接从流 

体力学基本方程出发推导非均匀流场中的缓坡方程。 

合成流场应满足下列流体力学基本方程： 

连续性方程 V ·疗一0 (3) 

运动方程(兰姆型方程) 雩+v(Ⅱ+吉尸+i1 ．疗)= × + v z 
自由面边界条件为 

1)动力学边界条件 

水底边界条件为 

(4) 

x + vV ，2= r／( ， ，f) (5) 

+ “ + 甜 = 0， 一 ， ，t) 

“̂ ，+  ̂+ 甜 = O， =一 h( ， ) 
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以上各式中， ， 为平面坐标，。轴原点在静水位处，以竖直向上为正， 一(“， ， )为流速矢，P为水的密度， 

为水的运动粘性系数，P为压强，~1=gz为重力势函数，g为重力加速度， ， ，￡)为自由表面高度，h(z， 

)为水深，V=( ，未，耋)，小写下标表示对函数求偏导数。 
假定流场事先已经存在，并且忽略波浪对水流的影响，则水流应满足连续性方程和运动方程： 

v ． O (8) 

誓+V(II+App。+i1 。· 。)一 。× + 。 。 (9) 
及相应的边界条件 

誓+v(rI+P o+吉 · )=疗。× +口V 。，。一玑 ， (1o) 
。 + uor／0 4-口。 。 一 甜。= O，￡一 r／o( ， ，￡) (11) 

“0·h 4- o·h 4-∞o— O，2= 一 h(x， ) (12) 

此外，对水流有静水压强条件 

P0一 Pg(~l0一 z) (13) 

以上各式中 。 (“。， 。，∞。)为水流流速，n v× 为水流涡量，P。为水流压强， ( ， ， )为水流引起的 

水位变化。 

当波浪在非均匀流场中传播时，水质点速度疗由波动速度矿与水流速度 。叠加而成。假定波浪存在速 

度势函数 ， ， ，tl，以 r表示波动水位，有如下关系： 
一 矿4- (14—1) 

一 f+ (14—21 

矿：vp (14—3) 

v ×矿一 v × (v O (14—4) 

v 矿= v (Via)一 v(v。io)= 0 (14—5) 

将式(8)～(141代入方程(3)、(4)和边界条件(5)～(7)，可将它们改写为： 

连续性方程 

V。 = 0 (1 5) 

运动方程 

v{ P+ +吉(V 。+g【2一 。)}=矿× (16) 
自由表面动力学条件 

{ + lcv~l +gr)=矿× ，。一r+ (17) 

自由表面运动学条件 

+ V V 张= o r 【18) 

水底边界条件 
V · h+ 佟 = 0，￡一 一 h(_T， ) (19) 

式中面D—i0+ 。·V，V 一(耋， )。在式(18)的推导过程中略去了高阶小量V ·V 。 
式(16)、(17)等号右边项一般不为o，为方便计算，假定 为小量，将等号右项略去。再假定垂向流速分 

量 ∞。《1，结合 《1可得‰一《1， 一《1， --tgo《1，即垂向流速、水平流速沿水深变化量均为小量，水流可 

近似表示为平面二维流动，并且二维流动的涡量亦为小量。为表示方便，将z轴原点由静水位移至 处，即 

作变换 。 一 一 ，则自由面高度为 f，水底高度为一(̂+ )，以下将 h+‰记为h，Zt记为 ，这样式(16)、 

(17)可改写为 

一 { 吉(V 。+g —c㈨} 【l6 ) 
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+号( + 一c。)， —f (17 ) 

如令 一 一』 c(f)df，可约去式(16t)、(17 )中的c(f)，故本文以下各式中不再显含c(f)。 
将式(1 7 )代入式(18)中消去f可得： 

g他+ + i1蕊D( · + · [害+吉( ])一o，z—f (20) 
按小振幅波假定设 e一 为小量，上式大括号的非线性项至少为二阶小量，在线性波理论中将被略去，即 

g佟+ 一 0，2一 f (21) g佟+ 一 ， 一 f (z1 

当考虑流速沿水深不变的平面二维流场时，疗。在竖直方向上的分量为O，上述各式中iD ,3 
。· 。方程 

(15)与边界条件(19)、(21)gg成了非均匀流场中线性波理论的控制方程。 

在海底水平、水流均匀的情况下，单额线性波的解可表示为： 
一 ，( ) (z， ，f) (22) 

一 一 塑 } l』]一Re +1m 一 +i (23) 

式中， 为波浪振幅，S为相位。如令 为波浪绝对角频率 ， 为波浪相对角频率， 为波数，则有如下关系 

一 一 警， 一一面DS， 一V 5 (24) 一一i， 一一面， ̂ 一 ̂ (z4) 
一  + ．口。 (25) 

将式(22)代入方程(1 5)分离变量可得 

f 一一 (26) 一 一 。 

在水平海底条件下，水底边界条件化为 

一 0， 一 一 h (27) 

由式(26)并结合边界条件(27)可解得 

，一 (28) 

将式(22)、(23)代入自由面边界条件式(21)可得到如下关系 

gf,一 一 0， 一 0 (29) 

将式(28)代入式(29)可得 

一 gkthkh f 30) 

此式即为弥散关系，在水深与流场均匀时 一Igl。 

2 波浪共同作用时的缓坡方程 

在水深、水流缓变的情况下，式(28)与式(30)仍近似满足，但k与 l l一般不相等。这时式(22)应改写为 
— f(h， ) ，y，f) (31) 

由格林公式 f(仇一 ：)如一( 一 )} 
依据连续性方程可将式(32)改写为： 

』(fv~o-[-fv ·疗+ )d 一一( 一 )l 
将式(31)代入上式可得： 

』(ffV~,O+ff, +2fv ，· +， i +， ·O)d 一一户 l 

(32) 

(33) 

(34) 
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由式(28)可得以下结果 

』fa2—th__kh+f 

』 一I(CC 

1 _dz—CC,+《) 

2 ，d—
g

~vAcc
, +D — V V 一  

根据边界条件(19)、(21)可得： 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

一 吉( )_( ，·V hhff~+ V V⋯h)1 (39) 
将式(35)～(39)及边界条件(1 7 )代入方程(34)，略去O(e。)项后可得： 

+ V ·疗一V ·( V +(a2一UCC 一g(f ，d +fV V hi一 (4o) 
该式即为二维非均匀水流中波浪传播的控制方程，在式中略去等号右边项后即化为 Kirby提出的缓坡方 

程 。对无水流影响的定常波场，式(4O)可简化为 

v ·(cc v )+k2CC． 一一g(1，vifd2+fV ，·v hl一 ) (41) 
 ̂

依据缓坡假定( 一 IV hI《1)略去等号右边项，即得到定常缓坡方程式(1)。Zhang＆Edge计算了无水流 

时等号右边项的具体形式 ，存在水流时该项的表达式基本不变，可表示如下： 

} 
g(IfV,afd2+fv ，·v hI一  ) 一gG (42) 

 ̂

式中： G一口 五(v ĥ·v h)+ zv轨+ 3v k̂·v h／k+ V~k／k + (v k̂·v k̂)／k ， 

口 一 一 P(1一 P )(1一 加 ) 

一一 pq(1一 P。)／2 

口3一 g(1一 P )(2p。q一 3#／2一 q／2) 

— q(1一 P )(1— 2pq)／4一 ／,／4 

一 g(1一 P )(4p q 一 4q。／3—2pq一 1)／4+ p／4 

式中：p=thkh，q=kh。由式(42)可知，只有当(v ̂) 、(v 五) 、v h·V k、V 和V伽等各项均为小量时才 

能略去式(4o)等号右边项。本文在推导式(4o)过程中没有假定 ≤1，但需假定式(28)成立，而该式仅在缓坡 

情况下成立，故仍称式(4O)为缓坡方程。 

如不存在水流，角频率 a=const，则G可简化为 

G— V + (V h) (43) 

式中： 一。 +学， 一。。+警+等+ =-q(1一 ／y 
一 2q。(1一P )(y一口。)／r ，y— p+ g(1一 p ) 

文献[1]、[23在推导无水流缓坡方程时均利用缓坡假定将vî和(v ̂) 项略去。近年来不步文献 

讨论了无水流情况下该项的影响，认为保留该项可提高计算的精度，尤其是对于水底存在沙波等起伏较大的 

地形。研究表明，保留v鼽项可提高缓坡方程计算沙波地形上波浪传播的精度，保留(v h) 项可改善缓坡 

方程对较陡水底的适用性。就水底反射系数而言，缓坡方程在坡度小于1：3时可以得到满意的结果【 ，而 

保留v¨̂和(v h) 项的推广缓坡方程的计算结果在坡度大于3：1时仍与三维模型符合良好 。当有水流 

影响时，由式(25)和弥散方程式(3O)可知，波数k不仅和水深 ^有关，而且与流速 有关，即使 《1也不能 
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忽略式(如)等号右边项，因此本文在缓坡方程中保留该项。 

除上述格林公式法外，推广的非均匀水流缓坡方程还可采用文献[9]所述的变分原理推导得出，这里不 

再详述。 

3 进一步推广的缓坡方程 

对非均匀水流缓坡方程式(4O)作进一步推广，以考虑水底摩擦损耗、水面风能输入以及非线性弥散关系 

的影响。 

3．1 源函数项 

将式(23)代入缓坡方程式(4O)，可分离出虚部 

警+ ·[ + ，]：o ㈨ 
式中：A= a-，该式为波浪与外界没有能量交换时的波作用守恒方程。如存在底摩擦损耗及风能输入，则式 

(44)中应增加源函数项，可改写为 

警+ ·[ + )] + ： (45) 
为能量损耗项， 能量输入项。在无水流情况下式(45)可写改为 

警+ 哪c 芋)一S (46) 
式中：E= 一 ；H 为渡高fS = 1 P 

，为单位面积单位时间内底摩擦引起的渡能损耗f 一 

{Pg ，为单位面积单位时间内风传递给波浪的净能量。 

无水流时，S 可由下式表示 

s6=一 l 6dt (47) 

其中：丁为波周期，“ 为渡动底流速，r为底摩擦应力 

r一 l (48) 

式中： 为底摩擦系数。由(47)、(48)可得 

S 一一等 ㈣ 
式中：K=l l。渡流共同作用时底摩擦损耗项的近似计算公式可参考 Yoo&O Connor 、洪广文【 、左其 

华等 的论述。 

由于风与渡浪间的能量交换机理 尚不十分清楚，从理论上推导风能输入项表达式仍存在困难，故本文将 

根据经验公式和观测结果确定S 的表达式。在风场中传播的渡浪有可能因风能输入而成长，也可能因能量 

损耗而衰减(如逆风时)，以下从工程应用角度出发，主要考虑风向与波向相差不大且风能输入导致波浪成长 

的情况。考虑到风浪和涌浪在能量的获取及衰减方面均存在明显差异，对风浪和涌浪的能量输入项采用不同 

的计算公式。 

在风浪情况下，渡浪一方面从风场 中获得能量，一方面因破碎而导致渡能损耗，同时还存在着较强的波 
一 波非线性相互作用。依据实测资料得到的风浪成长经验公式综合了上述各种因素，可用来计算风浪净能量 

输入s 采用已列入交通部“港口工程技术规范 的青岛海洋大学风浪公式。 

铬-s．s⋯ (50 
式中： ，为有效波高f 。。为海面上 10m处风速}x为风区长度。由能量平衡方程式(46)及式(5O)可得 

r=o．7gEC f 

式中：V=v． cos口，日为波向与风向的夹角。 

gH  J ， 』 (51a) 
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在涌浪情况下，根据 snyder等人的观测结果 按下式计算风能净输入 

s 一mx【0．o_25争( —C)E J (51b) 
式中： 为空气密度。由于实际海浪可能是介于风浪和涌浪之间的混合浪，在实际应甩时可令 

S 一 aS + (1一 口)S (52) 

为待定系数，其取值可根据实测资料确定。 

将计入源函数的缓坡方程虚部式(45)与实部相加后得到考虑底摩擦损耗及风能输入的缓坡方程 

+ v ·疗一v ·(CC 西)+[ cc 一gG F 一0 (53) 

式中tF=F,+ ， =一鲁：一鲁， 一一 一一 。 ’ 
引入底摩攘项及风能输入项使缓坡方程能够反映海浪与外界的能量交换，从而增强了缓坡方程解决实 

际问题的能力。 

3．2 非线性弥散关系 

参照 Kirby＆Dalrymple的近似方法 ，在缓坡方程中引入非线性项 r，将式(53)改写为 

+ V ·疗一 v ·(CC )+[ c 一gG F +r一。 (54) 

式中 为由线性波弥散关系(30)得到的相对角频率。考虑波浪弱非线性时，速度势函数可表示为 

一 一  

iga
c
s

，

D S
Lit一 ； (55) 

；表示由非线性弥散关系确定的相对角频率。假定水探及流场均匀且 F一0，将上式代入式(54)可得 

r = ， 一 ( 一 0-2) (56) 

Kirby＆Dalrymple给出；的近似表达式 
一 gk(1+ ~2D)th(kh+ e) (57) 

式中： 一th (kh) (58) 

一  ／̂sh(kh)]4 (59) 

D 一 ㈣  

至此，得到推广的缓坡方程： 

+罟v ·疗一v ·(co,v +[ —gG+ F] 一。 (61) 
无水流时上式化为 

～ v ·(CC,V )+ [ ～ zcc 一gG+ 一idF] =0 (62) 

4 结 语 

本文从流体力学基本方程出发，采用格林公式法推导出一种考虑非均匀水流的推广缓坡方程，在该方程 

中包含了Vî项和(V ̂) ，提高了缓坡方程计算抄渡等起伏地形上波浪传播的精度。在方程推导过程中，需 

假定水流的涡量和垂向流速分量为小量，这两项假定明确了非均匀水流缓坡方程的适甩范围。文中对非均匀 

水流缓坡方程作了进一步推广。一是从波能平衡方程出发，在方程中引入底摩擦项和风能输入项，其中风能 

输入项的推导考虑了风浪与涌浪的区别，风浪情况依据青岛海洋大学的风浪成长经验关系，涌浪情况依据 

Snyder等人的观测结果，对混合浪则采甩式(52)计算。二是在方程中引入非线性项，采用 Kirby＆ 

Dalrymple提出的非线性弥散关系式，使方程可用于波浪具有弱非线性的场合。经过上述推广后，得到综合 

考虑折射、绕射、反射底摩擦损耗、风能输入及波浪非线性的推广缓坡方程。由于综合考虑了多种实际因素， 

本文方程能更好的模拟海岸工程中复杂的波浪传播变形现象。 

应当看到，推广的缓坡方程中底摩擦项、风能输入项以及非线性项均带有经验性，在今后工作中有待从 

理论上进一步完善。本文推广的缓坡方程是针对单一频率的波浪导出的，计算不规则波时，可将其直接应甩 
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于不规则渡的特征渡要素，也可将其应用于各组成渡，按组成波叠加法计算合成波要素。采用后一种方法时 

需对不规则波条件下底摩擦项、风能输入项和非线性项的计算作进一步研究 
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